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В настоящей статье мы рассмотрим вопросы, связанные с приближенным вычислением интегралов. Рассматривается 

задача об оценке погрешности квадратурных формул для функций из классов ),,()( baMW r

p 
, состоящих из функций 

)(= xff , заданных на ],[ ba , имеющих абсолютно непрерывную производную порядка 1r  и производную )(rf  

порядка r , обладающую тем свойством, что Mbaf p

r  ]),([|||| )(

)(
. Впервые такие классы были введены в работах 

автора в связи с задачей об оценке погрешностей квадратурных формул. Мы рассмотрим также некоторые новые 

классы функций, обладающих существенно переменным поведением гладкости на заданном отрезке ],[ ba , и получим 

точные оценки погрешностей, так называемых  усложненных квадратурных формул для этих новых классов. При 

решении этой задачи естественным образом появляются пространства )()( EL xp


 с переменным показателем )(xp  и 

двойственные им пространсства )()( EL xp


, где 

1=
)(

1

)(

1

xpxp 


. А именно, в терминах этих пространств выражаются 

точные значения погрешностей квадратурных формул, учитывающих существенно переменное поведение гладкости 

функций )(xf , подлежащих приближенному интегрированию по отрезку ],[ ba . Это позволяет получить для функций 

)(xf , обладающих переменной гладкостью на ],[ ba , более точные оценки погрешностей усложненных квадратурных 

формул, использующие следующие величины  
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где )()(′ ELL xp


 – линейная оболочка пространства )()(′ EL xp


.  

 
Some questions concerning approximate calculation of integrals are researched in the present paper. The problem of error 

estimations of quadrature formulas for the functions from classes ),,()( baMW r

p 
, consist ing of functions )(= xff ,

 
given on

 

],[ ba ,
 
having absolutely continuous derivative 1r and derivative 

)(rf  of order r , having property Mbaf p

r  ]),([|||| )(

)( is 

considered. Such classes were introduced in the author’s works in connection with the problem of error estimations of quadra-

ture formulas. Some new classes of functions, having essentially variable behavior of smoothness on the given interval ],[ ba , 
and the obtained exact error estimations of the so called complicated quadrature formulas for these new classes are also con-

sidered. When solving this problem spaces )()( EL xp


 with variable exponent )(xp  and dual spaces )()( EL xp


, where 

1=
)(

1

)(

1

xpxp 
 , appear naturally. Precisely, it expresses, in the terms of these spaces, the exact values of the estimations of 

the quadrature formulas taking into account essentially variable behavior of smoothness of functions )(xf  liable to 

approximate integration on interval ],[ ba . It allows to get more exact error estimations of complicated quadrature formulas 

using the next values  
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where   )()( ELL xp


 is a linear capsule of space )()( EL xp


. 
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1. Введение 
 

Пространства функций, интегрируемых с переменным показателем, перестали 

играть роль экзотических примеров [1–6], так называемых модулярных 

пространств, и вышли на самостоятельный путь своего развития с того момента, 

когда было показано, что топология этих пространств нормируема и одна из 

эквивалентных норм определяется с помощью хорошо известной теоремы А.Н. 

Колмогорова о нормируемости линейных топологических пространств, в которых 

существует ограниченная уравновешенная выпуклая окрестность нуля. Для таких 

пространств А.Н. Колмогоровым [7] была введена норма с помощью функционала 

Минковского упомянутой выше окрестности. Именно на этом пути автором этих 

строк было показано в 1976 г. (публикация [8] 1979 г.), что пространство 

Лебега )()( EL xp


 с переменным показателем )(xp , состоящее из измеримых на E  

функций )(xf , для которых степень )(|)(| xpxf  интегрируема на E , при 1)( xp  

представляет собой нормированное пространство с нормой для )()( ELf xp

 , равной  
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(1.1)  

Такие нормы многие авторы почему-то называют нормами Люксембурга, вместо 

того, чтобы называть их  нормами Колмогорова. 

Следующий этап развития теории пространств )()( EL xp


 был связан с ужесточением 

условий для переменного показателя )(xp  и получением для )()( EL xp


 аналогов 

классических результатов, хорошо известных в том случае, когда )(xp  совпадает 

с некоторой константой. Первый шаг в этом направлении был сделан в нашей 

работе [9], в которой было показано, что если   – обычная мера Лебега на 

прямой, то система Хаара является базисом пространства ([0,1]))(xpL
 в том и 

только в том случае, когда переменный показатель 1)( xp  удовлетворяет на [0,1] 

условию Дини – Липшица 

)
2

1
|(|

||

1
log|)()(| 


 yxC

yx
ypxp . 

При тех же предположениях в работе автора [10] было показано, что некоторые 

семейства операторов свертки равномерно ограничены в ])([0,2)( 

xpL . Сюда, в 

частности, относятся широкий класс классических операторов, таких как 

операторы Фейера, Валле-Пуссена, Абеля, Стеклова и мн. др. Значительный вклад 

в развитие теории пространств )()( EL xp


 был внесен в работах [11–13]. Наиболее 

яркий результат, полученный в этих работах, состоит в следующем. Пусть   – 

ограниченная область в 
nR ,  – обычная мера Лебега в 

nR , )(xp  определена на 

  и удовлетворяет условиям  

 <)()()(<1 pxpp , 

),
2

1
|(|

||

1
log|)()(| 


 yxyxC

yx
ypxp , тогда оператор максимальной функции 

Харди – Литльвуда )( fM  ограниченно действует в пространстве )()( xpL . Как 

следствие этого результата в [12] было показано, что при тех же ограничениях 
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для переменного показателя )(xp  и некотором дополнительном условии на )(xp  вне 

некоторого шара хорошо известные операторы Кальдерона – Зигмунда ограниченно 

действуют в пространстве )()( nxp RL
. В частности, при 1=n  отсюда следует 

ограниченность в )()( RL xp

  преобразования Гильберта, если только 

 <)(<1 21 pxpp , ),
2

1
|(|

||

1
log|)()(| RyxyxC

yx
ypxp 


  и для )(xp  

найдется интервал, вне которого он совпадает с некоторой константой. Таким 

образом, обнаруженная впервые в работах автора [9, 10] связь между условием 

Дини – Липшица для переменного показателя )(xp  и равномерной ограниченностью 

в )()( EL xp


 семейств классических операторов оказалась характерной для 

построения содержательной теории интегральных операторов в пространствах 

)()( EL xp


. Как показали многочисленные результаты, полученные в последные годы 

специалистами в области теории дифференциальных уравнений, аналогичная 

картина наблюдается и при построении содержательной теории дифференциальных 

операторов в пространствах Соболева с переменным показателем. Обширный список 

литературы по этой теме можно найти, например, в опубликованной недавно 

монографии [14]. В этом списке особое место занимают работы [15–17], в 

которых впервые были обнаружены глубокие связи между задачами, возникающими в 

многомерном вариационном исчислении, и пространствами )()( EL xp

 . В работах [18–

24] при том же логарифмическом условии Дини – Липшица для переменного 

показателя )(xp  исследованы свойства сингулярных интегралов в пространствах 

)()( EL xp


. 

В работе автора [25] было доказано, что тригонометрическая система 
Zk

ikxe }{  

является базисом пространства )(0,2)( xpL  тогда и только тогда, когда 2 -

периодическая функция 1>)(xp  удовлетворяет условию Дини – Липшица при 

][0,2, yx . А в другой нашей работе [26] было доказано, что система 

нормированных полиномов Лежандра }ˆ{ nP  является базисом в 1,1)()( xpL , если 

переменный показатель )(xp  удовлетворяет на 1,1][  условию Дини – Липшица и 

некоторому допольнительному условию постоянства в сколь угодно малых 

окрестностях точек 1  и 1. 
В нашей работе [27] впервые были исследованы некоторые вопросы, связанные с 

приближением функций тригонометрическими полиномами в пространствах )(0,2)( xpL . 

В последнее время интерес к этой задаче значительно возрос, и с уверенностью 

можно сказать, что в теории приближений возникло новое направление, связанное 

с конструированием различных типов модулей непрерывности функций )(0,2)( xpLf   

и доказательством в )(0,2)( xpL  прямых и обратных теорем теории приближений. При 

этом следует отметить, что мы имеем дело с двумя случаями, принципиально 

отличающимися друг от друга. А именно, в первом случае речь идет о получении 

прямых и обратных теорем теории приближений в )(0,2)( xpL , когда 2 -

периодический переменный показатель )(xp , удовлетворяющий на периоде ][0,2  

условию Дини – Липшица, строго больше 1 на всем периоде, т.е. 

1>)(min= ][0,2 xpp x 
. В этом случае в работах ряда авторов, в частности, в [28–

33], доказаны прямые и обратные теоремы теории приближений в пространствах 

)(0,2)( xpL . Основным инструментом, используемым в этих работах для 

доказательства прямых и обратных теорем, является свойство базисности в 

)(0,2)( xpL  тригонометрической системы, установленное в работе автора [25], 

которое справедливо в том и только в том случае, если 2 -периодический 

переменный показатель )(xp , удовлетворяющий на периоде ][0,2  условию Дини – 
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Липшица, строго больше 1 на всем периоде, т.е. 1>)(min= ][0,2 xpp x 
. В указанных 

работах [28–33] получены также обобщения прямых и обратных теорем теории 

приближений на весовые пространства Лебега с переменным показателем )(xp , для 

которого 1>)(min= ][0,2 xpp x 
. 

Во втором случае речь идет о получении прямых и обратных теорем теории 

приближений в )(0,2)( xpL , когда 2 -периодический переменный показатель )(xp , 

удовлетворяющий на периоде ][0,2  условию Дини – Липшица, не подчиняется 

условию 1>)(min= ][0,2 xpp x 
 и, стало быть, 1=)(min= ][0,2 xpp x 

. В этом случае 

тригонометрическая система не образует базиса )(0,2)( xpL , и, как следствие, 

методы доказательств прямых и обратных теорем теории приближений в 

пространствах )(0,2)( xpL  с 1>)(min= ][0,2 xpp x 
, применявшиеся в работах [28–33], не 

могут быть использованы для решения аналогичной задачи в )(0,2)( xpL  с 

1=)(min= ][0,2 xpp x 
. Потребовалось разработать принципиально новые подходы к 

решению этой задачи в случае 1)(min= ][0,2  xpp x  . Она была решена в работе автора 

[34]. Новые подходы к доказательству прямых и обратных теорем в )(0,2)( xpL  при 

1)(min= ][0,2  xpp x   базируются на свойстве равномерной ограниченности в )(0,2)( xpL  

семейства операторов  

В.А. Стеклова (функций Стеклова) и их сдвигов. Это свойство установлено 

впервые в работах автора [10] и [25] при условии, когда переменный показатель 

1)( xp  удовлетворяет условию условию Дини – Липшица. Более того, в [10] 

доказано, что условие Дини – Липшица не только достаточно, но и, в 

определенном смысле, необходимо для равномерной ограниченности в )(0,2)( xpL  

семейства функций Стеклова 

0>

2

2

)(
1

=)(

h

h

hh dttxf
h

xf








 . А с другой стороны, свойства 

модуля непрерывности 
)(),(  pf  , используемого в работе автора [34] для 

доказательства прямых и обратных теорем теории приближений, опираются на 

равномерную ограниченность в )(0,2)( xpL  семейства сдвигов   



hhh xf




||0,>
)( , где 

<0 – произвольное число. 

В настоящей статье мы рассмотрим вопросы, связанные с приближенным 

вычислением интегралов. Рассматривается задача об оценке погрешности 

квадратурных формул для функций из классов ),,()( baMW r

p 
, состоящих из функций 

)(= xff , заданных на ],[ ba , имеющих абсолютно непрерывную производную порядка 

1r  и производную 
)(rf  порядка r , обладающую тем свойством, что 

Mbaf p

r  ]),([|||| )(

)(
. Впервые такие классы были введены в работе [27] в связи с 

задачей об оценке погрешностей квадратурных формул. Мы рассмотрим также 

некоторые новые классы функций, обладающих существенно переменным поведением 

гладкости на заданном отрезке ],[ ba , и получим точные оценки погрешностей, так 

называемых [35] усложненных квадратурных формул для этих новых классов. При 

решении этой задачи естественным образом появляются пространства )()( EL xp


 с 

переменным показателем )(xp  и двойственные им пространсства )()( EL xp

 , где 

1=
)(

1

)(

1

xpxp 
 . А именно, в терминах этих пространств выражаются точные значения 

погрешностей квадратурных формул, которые учитывают существенно переменное 

поведение гладкости функций )(xf , подлежащих приближенному интегрированию по 

отрезку ],[ ba . Это позволяет получить для функций )(xf , обладающих переменной 

гладкостью на ],[ ba , более точные оценки погрешностей усложненных квадратурных 

формул, использующие следующие величины  
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(1.2) 

где )()( ELL xp

 – линейная оболочка пространства )()( EL xp


. Эта задача подробно 

рассмотрена ниже в § 7. 
 

2. Некоторые свойства квадратурных формул 
 

Мы приведем здесь некоторые хорошо известные [35] свойства квадратурных 

формул, которые нам понадобятся в дальнейшем. Пусть отрезок ],[ ba , на котором 

задана непрерывная функция )(xf , разбит на части точками  

 bxxxa m  110 <<<   

и пусть заданы неотрицательные числа kp 1),0,=( mk  . Положим  

 ).(=)(
1

0=

kk

m

k

xfpfL 


 (2.1)  

Тогда приближенное равенство  

 )()( fLdxxf

b

a

  (2.2)  

называется квадратурной формулой, определяемой узлами 
kx  и весами 

kp . Если 

для всех полиномов  

 
1

1101 =)( 

  r

rr xaxaaxP   

степени 1r 1)( r  приближенное равенство (2.2) можно заменить точным, то 

говорят, что формула (2.1) точна для алгебраических полиномов степени 1r  и 

пишут  

 ).(=)( 11  rr

b

a

PLdxxP  

Дадим точное выражение для остаточного члена )( fRr  в равенстве  

 )()(=)( fRfLdxxf r

b

a

  (2.3)  

в том случае, когда ,0,1)()( )( MWxf r

p  . Разложим эту функцию по формуле Тейлора:  

 ),()(=)( 1 xRxPxf rr 
 (2.4)  

где  

 ,)(
!

)(
=)(

)(1

0=

1

k
rr

k

r ax
k

af
xP 




 

 

 .)()(
1)!(

1
=)( )(1 dttftx

r
xR rr

x

a

r


   

Полагая  

 



 

0,< если0,

0, если,
=)(

1

u

uu
uK

r

r
 (2.5)  

можем записать  

 .(2.6))()(
1)!(

1
=)( )( dttftxK

r
xR r

r

b

a

r 
    (2.6) 
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Пусть квадратурная формула )( fL  точна для всех полиномов степени 1r , 

тогда dxxPPL r

b

a

r )(=)( 11   , поэтому с учетом (2.6) имеем  

 =)()()()(=)()( 11 rr

b

a

rr

b

a

b

a

RLdxxRPLdxxPfLdxxf   
 

 

 =)())(( rr

b

a

RLdxxxR   

 =)()(
1)!(

1
)()(

1)!(

1 )(
1

0=

)( dttftxKp
r

dtdxtftxK
r

r

kr

b

a

k

m

k

r

r

b

a

b

a





 



 

 =)()()(
1)!(

1
=

1

0=

)( dttxKpdxtxKtf
r

krk

m

k

b

a

r

b

t

r

b

a















 

 

 .)(
)(

)(
1)!(

1
=

1

0=

)( dttxKp
r

tb
tf

r
krk

m

k

r
r

b

a

















 )(2.7  

Полагая  

 ,)(
)(

1)!(

1
=)(

1

0=

















txKp
r

tb

r
tF krk

m

k

r

r
 (2.8)  

имеем из (2.7) и (2.3)  

 .)()(=)( )( dttftFfR r

r

b

a

r   )(2.9  

Следуя С.М. Никольскому [35], введем понятие усложненной квадратурной 

формулы. С этой целью рассмотрим квадратурную формулу (2.1) для отрезка [0,1]. 

Тогда для узлов  

 1<<<0 110  mxxx   (2.10)  

и весов  

 110 ,,, mppp   (2.11)  

имеем  

 ),(=)(0,1,=)(
1

0=

kk

m

k

xfpfLfL 


 (2.12)  

где f – произвольная непрерывная функция, заданная на [0,1]. Рассмотрим 

приближенное равенство  

 )()(

1

0

fLdxxf   (2.13)  

как квадратурную формулу, определенную узлами (2.10) и весами (2.11). 

Наряду с (2.13) рассмотрим квадратурную формулу  

 ).(=),,()(
1

0=

kk

m

k

xgpgLdxxg  







 (2.14)  

Будем называть квадратурную формулу (2.12) подобной формуле (2.13), если 

выполняются соотношения  

 .1),0,1,=()(=),(=  mkppxx kkkk   

Пусть теперь задан произвольный отрезок ],[ ba . Разделим его на n  равных 
частей точками  

 .,0,1,=,= nkkhatk   (2.15)  
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На каждом отрезке деления ],[ 1kk tt 1),0,=( nk   применим квадратурную 

формулу, подобную формуле (2.14), а именно  

 ,),,()( 1

1

fttLdxxf

t

kk

k

k
t





  

складывая эти приближенные равенства при 1,0,= nk  , мы получим следующую 

формулу  

 ),,,()( 1

1

0=

fttLdxxf kk

n

k

b

a





   (2.16)  

которая называется усложненной квадратурной формулой. Заметим, что если 

исходная (каноническая) квадратурная формула (2.12) является точной для 

полинома )(1 xPr  степени 1r , то и усложненная формула (2.16) также точна для 

)(1 xPr
, т.е.  

 ).,,(=)( 11

1

0=

1 



  rkk

n

k

r

b

a

PttLdxxP  (2.17)  

Обозначим через )( fQn
 остаточный член формулы (2.16) и получим для него 

интегральное представление в том случае, когда ),,()( baMWf r

p  . Имеем  

 =),,()(=)( 1

1

0=

fttLdxxffQ kk

n

k

b

a

n 



   

 

 =),,()(= 1

11

0= 















 



 fttLdxxf

t

kk

k

k
t

n

k

 

 

 =)]([)(

1

0

1

0= 










hutfLduhutfh kk

n

k

 

 

 ,)()( )(

1

0

1

0=

1 duhutfuFh k

r

r

n

k

r 


  (2.18)  

где  

 .)(
)(1

1)!(

1
=)(

1

0=

















txK
r

t

r
uF kr

m

k

r

r
 (2.19)  

Далее  

 .)()(
1

=)()( )(

1

)(

1

0

dttf
h

tt
F

t

h
duhutfuF rk

r

k

k
t

k

r

r


 



 )(2.20  

Определим функцию )(=)( , tt nr  на ],[ ba  следующим образом:  

 1.,0,=],,[),(=)( 1, 


  nkttt
h

tt
Ft kk

k
rnr   (2.21)  

Из (2.20) и (2.21) имеем  

 .)()(=)()( )(

,

1

)(

1

0

dttft

t

duhutfuFh r

nr

k

k
t

k

r

r  


 

Подставим это выражение в (2.18), тогда  
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 .(2.22))()(=)( )(

, dttfthfQ r

nr

b

a

r

n   

Это и есть искомое интегральное представление остаточного члена усложненной 

квадратурной формулы (2.16). 

 

3. Оценки остаточных членов квадратурных формул для классов ),,()( baMW r

p   и      

),,(*

)( baMW r

p 
 

 

Пусть  <)(<1 pxp  при [0,1]x , 1=
)(

1

)(

1

xpxp 
 , где здесь и далее 

)(sup=
[0,1]

xpp
x

, )(inf= [0,1] xpp x  . Рассмотрим сначала каноническую квадратурную 

формулу (2.12) и получим оценку остаточного члена  

 ),(sup
(1,0,1)

=(1,0,1)][

)(

)( fRWR r
r
p

Wf

r

pr





 (3.1)  

считая, что формула (2.12) точна для полиномов )(1 xPr
 степени 1r . С этой 

целью обратимся к равенству (2.9) с 0=a , 1=b . Тогда  

 ,)()(=)( )(

1

0

dttftFfR r

rr   (3.2)  

где функция )(tFr  определена равенством (2.19). В силу определения нормы 

([0,1])|||| *

)(prF  (см. (1.2)) из (3.2) непосредственно имеем  

 ([0,1]).||||=)()(sup
1([0,1])

=)(sup
(1,0,1)

*

)(

)(

1

0)(
||

)(
||)(









pr

r

r

p
r

f

r
r
p

Wf

FdttftFfR  (3.3) 

Сопоставляя (3.1) и (3.3), выводим  

 .([0,1])||||=(1,0,1)][ *

)()(  pr

r

pr FWR  (3.4)  

Совершенно аналогично из (2.22) выводим  

 ]).,([||||=)(sup
),(1,

=)],(1,[ *

)(,

)(

)( bahfQ
ba

baWQ pnr

r

n
r
p

Wf

r

pn 




   (3.5)  

Теперь рассмотрим класс ),(1,*

)( baW r

p  . Если ),(1,*

)( baWf r

p  , то из (2.9) и (2.22) 

имеем  

 ]),,([||||]),([|||||)(| *

)(

)(

)( bafbaFfR p

r

prr   (3.6)  

 

 ]).,([||||)( )(, bafQ pnrn   (3.7)  

Если переменный показатель )(xp  таков, что  <]),([)(]),([<1 bapxpbap , то 

в (3.6) и (3.7) имеют место знаки равенств. В самом деле, при указанном 

ограничении будет  <]),([)(]),([<1 bapxpbap , и, стало быть, пространство 

]),([)( baL xp
 совпадает с ]]),([[ )( 

baL xp
. По этой причине 

)(rf  пробегает весь 

единичный шар пространства ]]),([[ )( 
baL xp

 с сильной нормой, когда ),(1,*

)( baWf r

p  . 

Поэтому, используя теорему Хана – Банаха, заключаем, что при 

]),([)(]),([<1 bapxpbap   в оценках (3.6) и (3.7) достигаются знаки равенств. 

4. Квадратурные формулы для классов ),,()( baMW r

p 
 и ),,(*

)( baMW r

p 
, содержащие 

значения  

производных 

 

 (2.22) 
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Рассмотрим квадратурную формулу  

 ),()(=)()(=)( )(

1=1=

1

0

fRfLfRxfpdxxf k

l

kl

l

m

k




 (4.0)  

задаваемую векторами узлов }{= kxX 1)<<<(0 21  mxxx   и коэффицентов 

}{= klpP ),0,1,=,,1,2,=(  lmk , 1)(0  r , т. е. ),;(=)( PXfLfL , 

),;(=)( PXfRfR . Требуется найти величину  

 |),;(|sup=],;[=][ PXfRPXRR
f M

MM


 

для (1,0,1)= )(

r

pW M  и (1,0,1)= *

)(

r

pW M . Пусть формула (4.0) точна для всех 

алгебраических полиномов )(1 xPr  степени 1r . Тогда, повторяя почти дословно 

рассуждения, которые привели нас к равенству (2.6), мы придем к равенству 

(см. [35, с. 101 и 140])  

 ,)()(
!

1)(
=)()(=)( )(

1

0

1

0

dttftG
r

fLdxxffR r

r

r




  (4.1)  

где ,0,1)()( MWf r

p  ,  

 ).(
1)!(

!
1)(1)(=)(

0=1=

ltKp
lr

r
ttG lrkl

l

m

k

rr

r 


 


 (4.2)  

 

Оценим интеграл (4.1). Если почти всюду на [0,1] ([0,1]))(<1 pxp  , то  

 ([0,1]).||||([0,1])||||
!

1
|)(| *

)()(

)(

 prp

r Gf
r

fR  (4.3)  

Из (4.1) в силу самого определения нормы ([0,1])|||| *

)(prG  следует, что  

 ([0,1]).||||
!

1
=)(sup

(1,0,1)
=(1,0,1)][ *

)(

)(

)( 




 pr
r
p

Wf

r

p G
r

fRWR  (4.4)  

Если же ,0,1)()( *

)( MWxf r

p  , то из (4.1) имеем  

 ([0,1]),||||([0,1])||||
!

1
)( )(

*

)(

)(

 prp

r Gf
r

fR  (4.5)  

 

 ([0,1])||||
!

1
(1,0,1)][ )(

*

)(   prp G
r

WR  (4.6)  

Кроме того, почти везде на [0,1]  <)(<1 pxpp , поэтому, как это следует 

из теоремы Хана – Банаха, в неравенстве (4.6) достигается знак равенства, 

т.е.  

 .([0,1])||||
!

1
=(1,0,1)][ )(

*

)(  prp G
r

WR  (4.7)  

 

Замечание 4.1. Пусть  <)(<1 pxp . Тогда для норм 
)(|| pf||  и *

)(|| pf||  вытекают 

неравенства  

 ([0,1]),|||||||||||| )(

*

)()(   pppp frff  (4.8)  

где 

([0,1])

1

([0,1])

1

pp
rp


 . Сопоставляя (4.4) и (4.8), мы можем записать  

 ([0,1]).||||
!

(1,0,1)][ )( p

pr G
r

r
WR  (4.9)  

Введем для ),,()( baMWf r

p   усложненную квадратурную формулу с производными  
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 ),,,()( 1

1

0=

fttLdxxf kk

n

k

b

a





   (4.10)  

где khatk = 1),0,1,=( nk  , 
n

ab
h


= ,  

 ),(=),,( )(

0=

1

0=

1 kj

l

jl

l

m

j

kk xfpfttL 






 (4.11)  

 

 1).,0,=(=,= ,

1

,   nkphphxtx ljljjkkj 
 

Имеем в силу (4.11) и (4.1)  

 =),,()(=);,()(=)( 1

11

0=

1

1

0=

,

















 







 fttLdxxf

t

fttLdxxffQ kk

k

k
t

n

k

kk

n

k

b

a

n 
 

 

 =)]([)(=

1

0

1

0= 










hutfLduhutfh kk

n

k

 

 

 .)()(
!

1)( )(

1

0

1

0=

dthttftG
r

h k

r

r

rn

k







 (4.12)  

Положим  

 1.,0,1,=],,[),(
!

1)(
=)( 1,, 


  nkttt

h

tt
G

r
x kk

k
r

r

nr 
 (4.13)  

Тогда  

 dttft

t

hdthttftG
r

r

nr

k

k
t

r

k

r

r

r

)()(=)()(
!

1)( )(

,,

1

)(

1

0







 (4.14)  

Сопоставляя (4.12) c (4.14), получаем  

 .)()(=)( )(

,,, dttftfQ r

nr

b

a

n    (4.15)  

Точно так же, как из (4.1) мы вывели соотношения (4.4), (4.6) и (4.7), из 

(4.15) находим )<]),([)(<(1  bapxp  

 ]),,([||||=)(sup
),(1,

=)],(1,[ *

)(,,,

)(

)(, bafQ
ba

baWQ pnrn
r
p

Wf

r

pn 




  
 (4.16)  

 

 ]).,([||||)(sup
),(1,

=),](1,[ )(,,,
*

)(

*

)(, bafQ
ba

baWQ pnrn
r

p
Wf

r

pn 




  
 (4.17)  

Если, кроме того,  <]),([)(]),([<1 bapxpbap , то в неравенстве (4.17) имеет 

место равенство. 
 

5. Квадратурные формулы в периодическом случае 
 

Отдельного рассмотрения заслуживает задача о вычислении погрешности 

квадратурной формулы на подклассах (1,0,1)
~

=(1)
~

r

p

r

p WW  и (1,0,1)
~

=(1)
~

** r

p

r

p WW  классов 

(1,0,1)=(1) r

p

r

p WW  и (1,0,1)=(1) ** r

p

r

p WW , соответственно, состоящих из периодических 

функций с периодом, равным 1. Пусть  <)(<1 ptp , (1)
~

r

pWf  . В этих условиях 

для остатка )( fR  квадратурной формулы (4.1), точной для констант, имеет место 

. 



 

СОВРЕМЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ ПРИБЛИЖЕНИЙ  И. И. Шарапудинов 

И ПРОСТРАНСТВА )()( EL xp


 

  

 15 

представление (см. [35,  

с. 170])  

 ,)()(
~

!

1)(
=)( )(

1

0

dttftG
r

fR r
r

r




 (5.1)  

где  

 
rklrkl

l

lk

r CxtBp
lr

r
tG 








 )(
)!(

!1)(
=)(

~
*

0=1=



 (5.2)  

 

 ),2,3,=()(2
2

!
=)(* rtB

r
tB rrrr 


 

 

 













),(=1)(0);=(
2

1
=0)(0

1

1)<<(0)(2
1

=)(
*

1

*

11

1
*

1

tBtBtB

ttB
tB




  

)(uBr – полиномы Бернулли (см. [35]), а 
rC – произвольная постоянная. 

Следуя известной в случае постоянного p  схеме, выберем 
rC  из условия 

минимума нормы prG ||
~

|| . Из (5.1) получаем для (1)
~

*r

pWf   

 
prprp G

r
Gf

r
fR  ||

~
||

!

1
||

~
||||||

!

1
)( *

 (5.3)  

Отсюда  

 .||
~

||
!

1
(1)]

~
[

*

pr

r

p G
r

WR   (5.4)  

 

Аналогично получаем  

 ,||
~

||
!

1
(1)]

~
[ *

pr
r

p G
r

WR   (5.5)  

где константа rC  в (5.2) выбрана из условия минимума нормы prG ||
~

|| . 

Пусть )(<1 tpp  . Покажем, что в этом случае в (5.4) и (5.5) имеют место 

знаки равенства. Воспользуемся критерием наименее уклоняющегося полинома по 

норме пространства ([0,1]))(tpL


, установленного в [8] (с. 629). Поскольку при 

 <)(<1 ptpp  будет  <)(<1 ptpp , то, согласно упомянутому критерию, 

для того чтобы константа rC  давала минимум норме prG |||| , среди всех констант 

необходимо и достаточно, чтобы существовала функция ([0,1]))( )(tpLt  , для которой 

выполнены следующие условия:  

 

.||
~

||=)()(
~

3)

0;=)(2)

1;=||||1)

1

0

1

0

*

prr

p

GdtttG

dtt











 

. 
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Условия 1) и 2) означают, что r -й периодический интеграл от )(t  

принадлежит 
r

pW *
~

, и тогда условие 3) означает, что в рассматриваемом случае в 

(5.4) имеет место знак равенства, т.е. при  <)(<1 ptpp  справедливо  

 .||
~

||
!

1
=(1)]

~
[ *

pr
r

p G
r

WR   (5.6)  

Те же рассуждения, проведенные для нормы 
*|||| p  в 

)(tpL


, с учетом (2.55) 

приведут нас к равенству  

 ,||
~

||
!

1
=(1)]

~
[ pr

r

p G
r

WR   (5.7)  

где  <)(<1 ptpp , а rC  в (5.7) выбрана из условия минимума нормы 
*

||
~

||
prG 
. 

Итак, установлена 

Теорема 5.5.1. Если почти всюду на [0,1]  <)(<1 ptp , то  

 ,||
~

||
!

1
(1)]

~
[,||

~
||

!

1
(1)]

~
[ **

pr
r

ppr
r

p G
r

WRG
r

WR    

а если, кроме того,  <)(<1 ptpp  , то  

 
pr

r

ppr
r

p G
r

WRG
r

WR ||
~

||
!

1
=(1)]

~
[,||

~
||

!

1
=(1)]

~
[

*

*

  

где константа rC  в (5.2) выбрана из условия минимума соответственно норм 

*|||| prG   и prG |||| . 

Из (4.8) и (5.5) получаем оценку сверху  

 ),
11

(||
~

||
!

(1)]
~

[
pp

rG
r

r
WR ppr

pr

p


   (5.8)  

где  <)(<1 ptp , а rG  можно считать выбранной из условия минимума нормы 

prG ||
~

|| . 

6. Классы ),,(
~

, baMW r

p  , ),,(
~

*

, baMW r

p  , ),,(, baMW r

p  , ),,(*

, baMW r

p   

 

Если <)(<1 tp  почти всюду на E , то в пространстве )()( ELL tp
 можно ввести 

нормы вида (1.2) и, соответственно, можем определить классы ),,(
~

, baMW r

p 
, 

),,(
~

*

, baMW r

p 
, (1)

~

,

r

pW 
, (1)

~
*

,

r

pW 
, ),,(, baMW r

p  , ),,(*

, baMW r

p 
, 

r

pW ,
, 

r

pW *

,  по аналогии с 

соответствующими классами для норм )(|||| Ep  и )(|||| * Ep . Дословно повторяя 

соответствующие рассуждения, проведенные для норм )(|||| Ep  и )(|||| * Ep , 

получаем следующие соотношения 










 1=

)(

1

)(

1

tptp
:  

 )),(),(()(||)(||||)()( )()(

,

*

, ELLgELLfEgEfdttgtf tptp

pp

E



   (6.1) 
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














 

)(

1

)(

1
)(,)(||||)()(|||| ,

*

,
EpEp

ErEfErEf pppp
 (6.2) 

 

 ),(||||)(||||)()()( ,, EgEfErdttgtf ppp

E

  (6.3) 

 

 ,||||
!

1
=][ *

,,  pr

r

p G
r

WR  (6.4) 

 

 ,||||
!

1
][ ,

*

,   pr

r

p G
r

WR  (6.5) 

 

 ),<)(<(1||||
!

1
=][ ,

*

,  ptppG
r

WR pr

r

p
 (6.6) 

 

 


















 

pp
rG

r

r
WR ppr

pr

p

11
||||

!
][ ,,

 (6.7) 

 

 ,||
~

||
!

1
(1)]

~
[ ,

*

,   pr
r

p G
r

WR  (6.8) 

 

 ),<)(<(1||
~

||
!

1
=(1)]

~
[ *

,,  ptppG
r

WR pr
r

p
 (6.9) 

 

 ,
11

||
~

||
!

(1)]
~

[ ,, 

















 

pp
rG

r

r
WR ppr

pr

p
 (6.10) 

где квадратурная формула (4.1) точна для многочленов степени 1r  в 

непериодическом случае и для констант в периодическом случае. )(tGr  и )(
~

tG r  

определены в (4.6) и (5.2) соответственно, а константа rC  в (5.2) выбрана из 

условия минимума норм в правых частях соотношений (6.8) – (6.10). 
 

7. Классы ),,()(

)( baMW r

p




 и комбинированные квадратурные формулы 

 

В настоящем параграфе мы конструируем комбинированные квадратурные формулы 

для функций )(= xff , обладающих существенно переменным поведением, на отрезке 

],[ ba . С этой целью мы введем ниже классы ),()(

)( baW r

p




. Для их определения нам 

понадобится ряд обозначений. А именно, пусть s – натуральное число, 

baaaa so =<<<= 1  , измеримая функция )(= xpp  определена на ],[ ba  и 

удовлетворяет условию  <]),([)(1 bapxp . Для Nr  положим 

),,(=),( )(0>)( dcKWdcW r

pK

r

p   . Далее, пусть ),1,=( siNri  , irxr =)(  при ),( 1 ii aax  . 

Через ),()(

)( baW r

p




 обозначим пространство функций )(= xff , заданных на ],[ ba  и 

таких, что ),( 1)( ii
i

r

p aaWf   при каждом si ,1,=  . Если ),()(

)( baWf r

p



 , то мы 
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положим ),,(= 1 srrr  , )(=)( ))(( xfxf xrr
. Подкласс функций ),()(

)( baWf r

p



 , для которых 

Mbaf p

r  ]),([|||| )( , обозначим через ),,()(

)( baMW r

p




. 

Мы перейдем теперь к конструированию квадратурных формул для ),()(

)( baWf r

p



 , 

учитывающих существенно переменный характер гладкости таких функций f  на 

отрезке ],[ ba . Итак, пусть baaaaa ss =<<<<= 110  , ),()(

)( baWf r

p



 . Тогда мы 

имеем  

 .)(=)(
11

0=

dxxf

a

dxxf
i

i
a

s

i

b

a




 (7.1)  

Для приближения интеграла dxxf

ai

i
a

)(
1




 мы применим усложненную квадратурную 

формулу вида (2.16). При этом для каждого отрезка ],[ 1ii aa  мы выберем свою 

(зависящую от i ) каноническую квадратурную формулу с узлами  

 1
1

<<<0
,,1,0 



i

miii xxx   

и весами jip , 1),0,1,=( imj   и рассмотрим усложненную квадратурную формулу  

 ),,,(

1

)( 1,,

0=

1

fttLdxxf

a

kikii

i
n

k

i

i
a








  (7.2)  

где  

 ),('

1

=),,( ,,

0=

1,,

k

jiji

i
m

j

kikii xfpfttL 



 (7.3)  

 

 1),0,1,=(=,=' ,,,,,  iijiki

k

jiijiji mjhxtxhpp   (7.4)  

 

 1).0,1,=(= 1 
 si

n

aa
h

i

ii
i   

Будем считать, что при каждом i  узлы jix ,  и веса 
jip ,

1)0,1,=( imj   выбраны 

так, чтобы соответствующая каноническая квадратурная формула  

 )(

1

)( ,,

0=

1

0

jiji

i
m

j

xfpdxxf 


  (7.5)  

была точна для всех алгебраических полиномов )(
1

xP
i

r 
 степени не выше 1ir . 

Тогда тем же свойством обладает и формула (7.2). Следовательно,  

 1).0,1,=()
1

,,(

1

=)(
1 1,,

0=

1






 



 siPttLdxxP

a

i
rkikii

i
n

ki
r

i

i
a

  (7.6)  

Пусть  

 ,)(

1
)(1

1)!(

1
=)( ,,

0= 




















 txKp

r

t

r
tF ji

i
rji

i
m

ji

i
r

i
i
ri

 (7.7)  
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 1,,0,1,=],,[,=)(, 1,,

,










 
  ikiki

i

ki

i
ri

ii
ri nkttt

h

tt
Ftn   (7.8)  

 

 },,,{=},,{= 1011  ss nnNrrR   

 

 1.,0,=],,[),(,=),,(=)( 1   siaattnhNRtt ii
ii

ri
i
r

  (7.9)  

Тогда из (2.22) и (7.2) имеем  

 =),,(

1

)(=)( 1,,

0=

1

fttLxf

a

fQ kikii

i
n

k

i

i
a

i
ni 






  

 

 .)(
)

),,(=)(
)

)(,
(

1
(

1

dttfNRt

a

dttftn

a

h i
r

i

i
a

i
r

ii
r

i

i

i
a

i
r

 


 (7.10)  

Далее положим },,,{= 10 saaaA  ,  

 ).,,(

1

=),,( 1,,

0=

1

0=

fttLfNAL kikii

i
n

k

s

i








 (7.11)  

Тогда приближенное равенство  

 ),,()( fNALdxxf

b

a

  (7.12)  

будем называть комбинированной усложненной квадратурной формулой. Обозначим 

погрешность этой формулы через ),,( fNAQ , т.е.  

 ).,,()(=),,( fNALdxxffNAQ

b

a

  (7.13)  

Из (7.10), (7.11) и (7.13) мы можем записать  

 =)(
)

),,(=),,(
(

11

0=

dxxfNRt

a

fNAQ i
r

i

i
a

s

i




 

 .)(),,( ))(( dxxfNRx xr

b

a

  (7.14) 

Если мы теперь воспользуемся определением нормы ]),([||),(|| *

)( baNR p   (см. 

(2.2)), то из (7.14) непосредственно имеем  

 =),,(sup
),(1,

=)),(1,(
)(
)(

)(

)( fNAQ
ba

baWQ
r
p

Wf

r

p








 

 

 ]).,([||),(||=)(),,(sup
1]),([

*

)(

))((

)(
||

))((
||

baNRdttfNRt
ba

p

tr

b

ap
r

f








  (7.15)  

 

Рассмотрим одну совсем простую задачу из численного анализа, решение 

которой приводит к идее применения комбинированных усложненных квадратурных 

формул и построению классов ),,()(

)( baMW r

p



  с переменным показателем )(xp . 

Рассмотрим интеграл  



 
МАТЕМАТИКА И ФИЗИКА 

 

 20 

 0.8.== 1/4
1

0
xI   

Для приближенного вычисления левой части этого равенства используем два 

способа с применением усложненной квадратурной формулы трапеций  

 ),()(
2

))()((
=)()(=)(

1

1=

fRjhafh
bfafh

fRfLdxxf n

n

j

b

a



 



 

где nabh )/(=  . В первом случае применим эту формулу к отрезку [0,1]:  

 ,)(
2

=)()(= 4

11

1=

1/4
1

0
n

n

j

Rjh
h

fRfLdxx  


)(A  

а во втором случае представим интеграл I  в виде  

 ,== 21
4

1
1

0

 IIdxxI   

где  

 ,=,= 4

1
1

2
4

1

0
1 dxxIdxxI  





 

и вычислим приближенно каждый из интегралов 


1I  и 


2I  по указанной формуле 

трапеций и результаты просуммируем. Тем самым мы получим комбинированную 

усложненную формулу  

 )(,,,1)()(0,=
2121

1/4
1

0
BnRLLdxx nnn

   

где  

 ,)(

1

2
=)(0, 4

1

1

1

1=

1

1/4

1

1
jhh

h
L

n

j

n 





  

 .)(

1

2

1)(
=,1)( 4

1

2

2

1=

2

1/4

2

2
jhh

h
L

n

j

n 






 


  

Приведем здесь небольшую таблицу, содержащую результат компьютерного 

эксперимента по приближенному вычислению интеграла 1/4
1

0
= xI   с применением 

квадратурных формул )(A  и )(B : 

1. 21= nnn  , 0.1= ,   

(a) 032.401888=50 ER ,   031.050353=10,40 ER
;  

(b) 031.011312=100 ER ,  041.562834=60,40 ER
;  

(c) 044.253387=200 ER , 056.479025=100,100 ER
;  

(d) 044.253387=200 ER , 055.722046=120,80 ER
;  

(e) 044.253387=200 ER , 055.674362=130,70 ER
;  

 

2. 21= nnn  , 0.01= ,   

(a) 032.401888=50 ER , 044.172325=10,40 ER
;  

(b) 031.011312=100 ER ,  041.761913=40,60 ER
;  

(c) 044.253387=200 ER , 053.51674=50,150 ER
.  

 

Из таблицы непосредственно следует, что при совпадении числа узлов формул 

)A  и )B  комбинированная усложненная формула трапеций )B  дает существенно 

более точное значение интеграла dxxI 1/4
1

0
=  , чем обычная усложненная формула 
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трапеций )A . Обнаруженный нами отдельный результат не является случайным. Это 

объясняется достаточно просто. Дело в том, что функция 
1/4x  обладает высокой 

гладкостью на сегменте ,1][ , вследствие чего формула трапеций, будучи 

примененной к интегралу dxxI 1/4
1

=  , дает его значение с высокой точностью. А 

особая точка 0=x  функции 
1/4x , в которой ее производная обращается в , 

оказывает преимущественное влияние на результат приближенного вычисления 

интеграла 


1I  с помощью формулы )(0,
1

nL , не давая этой формуле «проявить свои 

хорошие вычислительные возможности». Но это отрицательное влияние особой 

точки функции 
1/4x  компенсируется за счет выбора достаточно малой длины 

интервала ][0, . Комбинированные усложненные квадратурные формулы позволяют 

учитывать при решении задачи приближенного вычисления интегралов от функций 

),,()(

)( baMWf r

p



  их локальные свойства и переменное поведение производной 

)())(( xf xr
, а свойства пространств ]),([)( baL xp

 дают возможность точно выразить 

величину погрешности комбинированных усложненных квадратурных формул на 

классах ),,()(

)( baMW r

p




 (см. ра-венство (7.15)). 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-

следований, проект 10-01-00191-а. 
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